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[bookmark: _GoBack]Вступ
Геометрія - це не тільки школа логічнᴏᴦᴏ мислення, це ще й джерело образів. У чому таємниця багатьох великих художників, скульпторів, архітекторів? Чому одні твори мистецтва притягують людину своєю гармонією, а інші відштовхують? Чи є точки зіткнення у геометрії і мистецтва? Як геометрія втілюється в життя на просторах нашої України? На ці і багато інших питань я спробувала відповісти у своїй роботі «Геометрична мозаїка і її використання в Україні».
Актуальність теми. Для початку варто сказати, що тема даної роботи представляє для мене величезний навчальний та практичний інтерес. В умовах сучасної дійсності тема геометричної мозаїки є досить актуальною. Причиною тому служить той факт, що дана тематика зачіпає  питання розвитку суспільства і кожної окремо взятої особистості.
В наш час речі, що зроблені своїми руками, відіграють дуже важливу роль. А створити щось незвичайне, виняткове, і при цьому ще й таке, що принесе користь, завжди дуже приємно. Вдалою ідеєю прикраси будь-якої споруди буде використання мозаїки.
Мета роботи: визначити, які ᴏсʜовні геометричні фігури використовуються при складанні геометричної мозаїки; встановити всі можливі способи покриття площини правильними многокутниками; розробити зразок мозаїки за своїм малюнком.
Задачі: знайти та опрацювати матеріали про геометричну мозаїку, обґрунтувати за допомогою математичних фактів способи укладання паркетів із многокутників; створити власні варіанти геометричних мозаїк.
Об’єкти дослідження: геометрична мозаїка (паркет), правильний паркет, правильні многокутники.
Методи дослідження: аналіз джерел інформації, порівняння,   систематизація, узагальнення, моделювання.

1. Теоретична частина
1.1. З історії виникнення мозаїки

15

[image: ]Мозаїка зародилася ще на стародавньому Сході, з творінь майстрів до нас дійшли чудові перські скриньки. Свого розквіту мозаїка досягла за часів римської імперії, нею викладалися стіни і підлоги вілл, палаців, терми (суспільні лазні), з матеріалів у цей період застосовувалися композиції з кольорових каменів і смальти.
[image: ]Найвизначніше творіння цієї епохи - мозаїка із зображенням Олександра Македонського «Битва при Іссі» (рис.1).  Викладена вона з півтори тисячі шматочків, особливим способом - «opus vermiculatum» (це коли шматочки збираються один до одного по звивистих лініях).
[image: ]Розквітом мозаїчного мистецтва є епоха візантійської імперії, Візантійська мозаїка витончена, кладка вражає тонкістю шарів і досконалістю форм. Особливостями є фон мозаїчних полотен переважно золотий, хоча багатьом «полотнам» характерні зелені та білі тони. Набори з смальт і каменів (часто напівдорогоцінного) не шліфувалися, що додавало їм більшу глибину кольору. Вони домагалися, причому дуже успішно, оптичного ефекту розширення приміщення (рис.2).
На ранньому етапі середньовіччя (VI-VIII століття) своїми мозаїками славилось італійське місто Равенна, нею прикрашалися численні палаци та храми (рис.3). На фресках, і взагалі в оздобленні використовувалася мозаїка. Своїми мозаїчними візерунками славився м. Монреаль, там знаходиться великий кафедральний собор. Він виблискує в золотистих барвах, вони надають йому відчуття багатства і величі. Крім собору, [image: ]увагу заслуговуює бенедиктинський монастир.
[image: ]На території України мозаїчне мистецтво зародилося значно пізніше, в X столітті, і було пов'язане з прийняттям християнства, особливого розвитку відразу не отримало з-за нестачі матеріалу.  Пізніше було налагоджено виробництво скляної смальти в Києві, це викликало розквіт мозаїчного мистецтва. Найвідомішими і вражаючими витворами мистецтва є мозаїчні панно в Софійському соборі в Києві (рис.4) і Михайлівському Золотоверхому монастирі (рис.5). 
[image: ]Але мозаїкою в наш час можна милуватися не тільки, відвідуючи собори та монастирі. Геометрична мозаїка, 

якій присвячена моя робота, фактично знаходиться у нас під ногами і прикрашає найчудовіші міста нашої країни. Це - серце України Київ і унікальний Львів, дивовижні Чернівці і величний Дніпропетровськ, неперевершений Донецьк і вражаючий Харків (рис.6).

1.2. Поняття геометричної мозаїки 

В геометрії під мозаїкою (паркетом) розуміють заповнення площини однаковими фігурами (елементами мозаїки), які не перекривають один одного і не залишають на площині порожнього простору (іноді мозаїкою називають заповнення площини декількома фігурами, наприклад, правильними многокутниками).
[image: ]Звичайний зошит в клітинку являє собою найпростішу геометричну мозаїку. Елементом тут є квадрат. Елементами мозаїки можуть бути також рівносторонній трикутник, правильний шестикутник, довільний паралелограм, довільний чотирикутник. Можна придумати сотні, тисячі різних елементів паркетів. Деякі з них зображені на рис.7. 


1.3. Математична теорія паркетів
Всі паркети можна умовно розбити на три великі групи: правильні, напівправильні і неправильні паркети.

1.3.1. Правильний паркет
Паркет називається правильним, якщо він складається з правильних многокутників і навколо кожної вершини многокутники розташовані одним і тим же способом. Приклади правильних паркетів дають заповнення площини квадратами, правильними трикутниками, правильними шестикутниками (рис.8).

[image: ]
Якими многокутниками можна викласти плоску поверхню, якщо застосувати лише одну форму плиток? 
Сума всіх кутів n-кутника дорівнює 180°(n-2). Всі кути правильного многокутника рівні; отже, кожен з них дорівнює . У кожній вершині паркету сходиться ціле число кутів; тому число  360° має бути цілим кратним числа . Перетворимо відношення цих чисел:
= =  = 2 + .
[image: ]Різниця n-2 може приймати лише значення 1, 2 або 4; тому n може бути  тільки 3, 4 або 6. Отже існує лише три способи покрити площину правильними многокутниками, використовуючи квадрати, шестикутники або рівносторонні трикутники (рис.9). Тобто правильних паркетів є лише 3.

1.3.2. Напівправильний паркет
Паркет називається напівправильним, якщо він складається з правильних
многокутників (з різною кількістю сторін), однаково розташованих навколо кожної вершини (рис.10).
[image: ]
Спочатку з'ясуємо, яка кількість різних правильних многокутників (з однаковими довжинами сторін) може перебувати навколо кожної точки.
[image: ]Величина кута правильного многокутника повинна знаходитися в інтервалі від 60° до 180° (не включаючи); отже, число многокутників, що знаходяться навколо точки, повинно бути більше 2 (360°:180°) і не може перевищувати 6 (360° : 60°).
Можна показати, що існують такі способи укласти паркет комбінаціями правильних многокутників: (3,12,12); (4,6,12); (3,3,6,6); (3,4,4,6); (3,3,3,4,4); (3,3,3,3,6); (8,8,4) (цифри в дужках - позначення багатокутників, що сходяться  в кожній вершині: 3 - правильний трикутник, 4 - квадрат, 6 - правильний шестикутник, 8 – правильний восьмикутник, 12 - правильний дванадцятикутник). Деякі варіанти паркету показані на рис.11.
Доведення покажемо на прикладі паркету із квадратів і правильних трикутників.
   Позначимо n – кількість трикутників, m – кількість квадратів, тоді  повинна виконуватись рівність  60n+90m=360.
                Розглянемо наступні випадки:
1) Якщо n = 1, то 90m = 360-60·1;
                                  90m = 300;

                                  m =[image: ].
                При n = 1  задача розв’язку не має.
2) Якщо n = 2, то 90m = 360-60·2;
                                90m = 240;



                                 m =.
               При n = 2  задача розв’язку не має.  
 3) Якщо n = 3, то 90m = 360-60·3;
                                90m = 180;


                                 m =.
               При n = 3, m = 2   задача має розв’язок.            
 4) Якщо n = 4, то 90m = 360-60·4;
                                90m = 120;


                                m =.
                При n = 4  задача розв’язку не має.
[image: ] 5) Якщо n = 5, то 90m = 360-60·5;
                                90m = 60;                             


                                   m =
              При n = 5 задача розв’язку немає.
При n більшому за 5 задача розв’язку не має, так як значення отримуються більші за 360.
Навколо однієї точки можна укласти площину трьома  трикутниками і двома чотирикутниками,   наприклад, як показано на рис.12.
Всього я знайшла 7 видів напівправильних паркетів. Це паркети, в яких при одній вершині сходяться 12-кутник, шестикутник і чотирикутник; два 12-кутники і трикутник; шестикутник і чотири трикутники; шестикутник, два чотирикутники і трикутник; два чотирикутника і три трикутника; два [image: ]шестикутника і два трикутника; два 8-кутника і чотирикутник (рис.13).

1.3.3. Неправильний паркет 
[image: ]Паркети не обмежуються правильними многокутниками. Можна створювати паркети з криволінійних фігур, або з неправильних многокутників (рис.14). 
Легко покрити площину трикутниками, паралелограмами. Взагалі можна замостити площину копіями довільного чотирикутника, не обов'язково опуклого (рис.15).
[image: ]
Ще площину можна покрити копіями центрально-симетричного шестикутника або копіями п'ятикутника з двома паралельними сторонами. До цих пір не знайдені всі типи опуклих п'ятикутників, з яких складаються паркети.
[image: ]Зате доведена теорема, яка стверджує:  «Не можна скласти паркет з копій опуклого семикутника». У той же час існують паркети з неопуклих семикутників (рис.16). 

1.4. Паркети Моріса Корнеліуса Ешера

[image: ]Голандський художник Моріс Корнеліус Ешер присвятив паркетам декілька своїх картин  (рис.17) .     
Елементами паркетів Моріса Ешера служили фігури тварин, птахів, рептилій, людей (рис.18). 
Він започаткував власний вид мозаїки, яку назвав метаморфозами, де фігури змінюються і взаємодіють одна з одною, а іноді змінюють і саму площину. [image: ]Розглядаючи ці паркети, ми можемо розгледіти різні  рухи: паралельне перенесення, поворот, осьову та центральну симетрію. 
                      
1.5. Мозаїка Роджера Пенроуза

У 1973 році англійський математик Роджер Пенроуз (Roger Penrose)
[image: ]створив особливу мозаїку з геометричних фігур, яка так і стала називатися - мозаїкою Пенроуза.
 Мозаїка Пенроуза являє собою візерунок, зібраний з многокутних плиток двох певних форм. Ними можна замостити нескінченну площину без пробілів (рис.19). 
Мозаїка Пенроуза у версії її творця показана на рис.20. Вона зібрана з ромбів двох типів, один - з кутом 72 градуса, інший - з кутом 36 градусів. Картина виходить симетрична, але не періодична. Зображення виглядає так, ніби є якимось "ритмічним" орнаментом - картинкою, що володіє трансляційною симетрією.  Такий тип симетрії означає, що у візерунку можна вибрати певний шматочок, який можна "копіювати" на площині, а потім поєднувати ці "дублікати" один з одним паралельним переносом (простіше кажучи, без повороту і без збільшення). Однак, якщо придивитися, можна побачити, що у візерунку Пенроуза немає таких повторюваних структур - він аперіодічен.[image: ]
Висновок. Підводячи підсумок теоретичної частини хочу відмітити, що існують 3 види правильних і 7 видів напівправильних паркетів, неправильних паркетів – нескінченна множина.

2. [image: ]Практична частина
[image: ]
[image: ]



Задачею практичної частини  було створення мозаїки за власним малюнком. Оскільки тема конференції  - «Я люблю Україну і математику», то я обрала малюнок, пов'язаний  з українською символікою (рис.21). За допомогою інтернет-ресурсів було зібрано понад 1000 фото нашої країни: міста, архітектурні споруди, природа України. Саме ці фото і стали елементами мозаїки, створеної із правильних шестикутників. А комп’ютерна програма Mosaic Creator  3.1 розставила фотографії в потрібній кольоровій гамі (рис.22, 23). Дана мозаїка може прикрасити будь-який офіс, навчальний заклад або  стати банером на вулицях міста. В своїй роботі я показала, як можна зробити привабливим і одночасно патріотичним вхід в ІІІ навчальний        корпус [image: ]нашого металургійного коледжу за допомогою моєї мозаїки (рис.24) . 

Заключення
Під час виконання науково-дослідницької роботи я ознайомилася зі способами та особливостями побудови  паркетів, довела, що існує 10 видів правильних і напівправильних паркетів,  торкнулася творчості голландського художника  Моріса Корнеліуса  Ешера та англійського математика Роджера Пенроуза, спробувала побудувати деякі паркети власноруч, упевнилася в практичній значимості математики, адже засобами моделювання можна розробити дизайн підлоги приміщення, тротуарної плитки для вулиць міста та розрахувати необхідну кількість плиток кожного типу і, зокрема, вибрати найекономніший варіант. 
Виконуючи роботу з даної теми я занурилася у світ геометричних побудов, познайомилася  більш детально зі способами геометричних перетворень і побачила, як геометрія служить створенню краси і зручності.
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