Тема: Лінійні однорідні рівняння ІІ-го порядку зі сталими коефіцієнтами.
1. Поняття однорідного лінійного диференціального рівняння.
Однорідне лінійне диференційне рівняння зі сталими коефіцієнтами – це рівняння виду:
[image:  a_n y^{(n)} + a_{n-1} y^{(n-1)} + \ldots + a_1 y + a_0 = 0 ], де коефіцієнти [image:  a_n ] - певні сталі, [image:  f(x) ] - довільна функція. 
2. Лінійні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами
Диференціальне рівняння другого порядку називають лінійним, якщо воно має вигляд  y′′+p y′+qy=f(x), де p, q – сталі числа. Воно містить невідому функцію y та її похідні y′,y′′ лише в першому степені.
 Якщо f(x)=0, то рівняння називають однорідним:  y′′+p y′+qy=0. 
Властивості однорідного рівняння.
1. Якщо  – частинний розв’язок однорідного рівняння, то  – також розв’язок цього рівняння. 
2. Якщо ,  – частинні розв’язки однорідного рівняння, то їх лінійна комбінація  +  також буде розв’язком цього рівняння.
Систему функцій ,   називають лінійно незалежною на проміжку (a; b), якщо тотожність = 0 має місце тоді і тільки тоді, коли .
Загальний розв’язок рівняння y′′+p y′+qy=0 має вигляд
   ,
де , – лінійно незалежні розв’язки рівняння, а  і  – довільні сталі.
Розглянемо однорідне рівняння y′′+p y′+qy=0, розв’язок якого будемо шукати у вигляді функції y= . Продиференціюємо двічі цю функцію: y′=y′′,  і підставимо отримані вирази у рівняння

Враховуючи, що , отримаємо еквівалентне рівняння, яке називають характеристичним рівнянням лінійного однорідного диференціального рівняння y′′+p y′+qy=0.
[bookmark: _GoBack]Отже, функція y=  тоді і тільки тоді буде розв’язком рівняння         y′′+p y′+qy=0, коли  є коренем характеристичного рівняння.
Зауважимо, що характеристичне рівняння отримують заміною y′′ на , y′ на , y на 1.
У процесі розв’язку характеристичного рівняння можуть виникнути такі три випадки:
1) дискримінант D>0, тоді існують два дійсні, різні корені рівняння і . При цьому загальний розв’язок рівняння має вигляд 
2) дискримінант D=0 , тоді існують два дійсні, рівні корені рівняння . При цьому загальний розв’язок рівняння має вигляд 
3) дискримінант D<0  , тоді існують комплексні корені рівняння   і   . При цьому загальний розв’язок рівняння має вигляд 
.
Приклад 1.
Знайти загальні розв’язки рівнянь:
а) [image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img055.jpg]; б) [image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img056.jpg];
в) [image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img057.jpg].
Розв’язання.
Для рівняння а) запишемо характеристичне рівняння
[image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img058.jpg]
коренями якого будуть числа [image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img059.jpg], [image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img060.jpg]. Тому загальний розв’язок має вигляд
[image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img061.jpg].
Для рівняння б) характеристичним рівнянням буде рівняння
[image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img062.jpg]
з коренями [image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img063.jpg]=[image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img064.jpg]. Загальний розв’язок має вигляд
[image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img065.jpg].
Для рівняння в) характеристичним рівнянням буде рівняння
[image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img066.jpg],
яке має корені [image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img067.jpg]. Тому загальним розв’язком рівняння буде функція
[image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img068.jpg].
Домашнє завдання
1. Знайти частинний розв’язок рівняння:




, якщо ; , при . Відповідь: [image: y(x) = c_1 e^(5 x)+c_2]
















Випадок, коли дискримінант характеристичного рівняння від’ємний   
· Число [image: a+bi], де [image: a] і [image: b] – будь-які дійсні числа, [image: i] – уявна одиниця, називається комплексним числом ([image: a] – дійсна частина, [image: bi] – уявна частина комплексного числа, а [image: b] – коефіцієнт при уявній частині).
Число, квадрат якого дорівнює [image: -1], позначають буквою [image: i] і називають уявною одиницею ([image: i] – перша буква латинського слова imaginarius – уявний).
Тобто, для символу [image: i] виконується рівність     [image: i•i=i^2=-1].        = і.
Запис [image: a+bi] називають алгебраїчною формою комплексного числа.
Нехай треба розв’язати квадратне рівняння       aх2 +bх + с = 0
x = [image: http://konspekta.net/studopediaorg/baza10/457684074299.files/image057.png]  ;  у випадку D < 0 під символом [image: http://konspekta.net/studopediaorg/baza10/457684074299.files/image069.png] розуміється число [image: http://konspekta.net/studopediaorg/baza10/457684074299.files/image070.png]
 = = 6і;  =  = 8і;  = і;  = і; 
· Розглянемо лінійне однорідне рівняння   y′+py′′+qy=0 з характеристичним рівнянням , що має від’ємний дискримінант. Тоді його корені:    і , а загальний розв’язок
                                          
 Приклад 1. Знайти загальний розв’язок  рівняння

                           

Характеристичне рівняння  .

Його коренями є  а отже, загальний розв’язок однорідного рівняння такий:

[image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img057.jpg]
[image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img066.jpg]Приклад 2. 
[image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img067.jpg]Характеристичне рівняння     
має корені      
[image: http://moodle.ipo.kpi.ua/moodle/file.php?file=/540/uploader/Lekca_123_Lnin_diferencal_n_rvnanna_drugogo_poradku_z_prostimi_koefcntami/img068.jpg] Тому загальним розв’язком рівняння буде функція
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TIpurnao 2. Po3E’f3aTH PIBHAHAL:

+6) +9y=0.
Po36’A3aHHA.
XapaKTePHCTHYHE PiBHAHHA Mae BAIIA k2 + 6/ +9 = 0 . Voro xoperi —

mificsi, pisri  kyp=-3. Toxi saramsHAN PO’ PIBHAHHA Mae BHIIS

~3Y(Cy +Cpx).

y=
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IIpuxnad 3. PO3B’A3aTH PIBHAHEA:
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2
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SaramHi pOSEA30K PIBHAHKA y = &~ 2(C cos 3x+C; sin3x).
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IIpuxnad 4. Pose’s3aTH 3afady Komi:
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S5y +6y' ),
Pos6’A3aHHA.
XapaKTepHCTHYHE PIBHAHILT Mac BHIA:
K2 —5k+6=
Tloro  kopemi k=2 ky=3. Tom, saramsHEH pO3B’A30K

y=C1e® +C2e®*. iin Toro, moG 3HANTH WACTHHHEH PO3B’IOK TpeGa
Bm3HATHTH C) Ta C,. lle MOXHA 3pOGHTH, BHKOPHCTOBYOYH MIOYATKOB] YMOBH,
' BiI 34TATBHOTO PO3EA3KY:

age cmoJaTtky Tpe6a 3HalTH NOXigHY ¥

2C1e®¥ +3C,e>". JlicTaHeMO CHCTeMY PiBHAHB:

#0)=3, N 3=Cie’ +Ce', L [a+a=s
»(0)=7, T=2C,e” +3C,e", 2€, +3C,

OTKe, HaCTHHHEH PO3B’I30K PIBHAHHA: y=2e>Y +

3x
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y=e"(4-9x).
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IIpuxnad 5. Pose’s3aTH 3axady Kommi:
Ho)=4 ¥(0)

¥ =2+ y=

Pos6’A3aHHA.
XapaKkTepHCTHIHE piBRAHES k2 — 2k +1=0. Ploro xopeni ky =ky =1. Toxi

3aTambHHH PO3E'AI0K y =™ (Cy +Cpx). 3HaiizeMo moximAy 't

V'=e*(C+Cyx)+e™ - Cy.

Ma€MO CHCTeMY IBHAHS
{yl(0)= 4 4=e%(C1+C3-0), N {cl =4, N
»(0) -5=e2(C1+C2-0) 4" Cy, 5=C1+Cy,

OToke, PO3B™ 130K 3aai Kommi MaTAMe BHIIAT:
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Hpuxnao 6. Pose’ st saxaty Komi:

=0 0)=3; y(0)=5.

V' =6y +25)

Pose’asanna.

XapaKTepHCTHYHE PIBHAHEA k> —6k+25=0.

D=(-6)" -4:1.25=—64; Ky, _6xV-64 “2'“,- Ky =3%40.
SaramsHmit pose’A30K y = e>¥(Cy cosdx+Cy sindx)

OGamemno y':
¥ =36%(Cy cosdx + C, sindx) + ¢ (- 4C; sindx +4C, cos dx).
'BHKODHCTOBYHOH TIOMATKOB YMOBH, 3HaifeMo € Ta Cy:

{y(o)=3, N 3=¢(Cy cos0+Cy sin0),
»(0)=5, 5=3¢%(C cos0+C sin0)+ €% (- 4Cy sin0+4C3 cos0),

=3, €1=3,
=
301 +4Cy =5, =

OTKe, TaCTHRHHI PO3B™30K OTHOPIHOIO PIBHHA Gye

3¥(3cos 4x — sindx).
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3aBJaHHsA IS cCAMOCTilHOT poSoTH
3HaliTH 3arambHi Ta YaCTHHHI PO3B’A3KH OTHOPITHHX mH(epeHIiambHEX
PIBHAHE APYTOro MOpATKY:
D y'-y-12y=0;

2) y"+8y' —16y=

3) 42y +5y=0;
4 2" -5y
5 -y
6) 95" +y'=0;
7) 4" -4y’ +y=0, H0)=5 »(0)=-1;
8) " -Ty'+12=0, 3(0)=4; »(0)=13
9) s +r=0, 50)=4; »(0)=0.
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