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1. Відрізки 
[image: image1.wmf]AB

 і 
[image: image2.wmf]CD

 перетинаються у точці 
[image: image3.wmf]T

 так, що 
[image: image4.wmf].
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×=×

 Доведіть, що бісектриси кутів 
[image: image5.wmf]ACD

 і 
[image: image6.wmf]ABD

 перетинаються у такій точці 
[image: image7.wmf]P

, що 
[image: image8.wmf]APPD

=

.

2. Всередині трикутника за допомогою циркуля та  лінійки  побудувати таку точку , щоб відрізки, що сполучають цю точку з вершинами даного трикутника , поділили би даний трикутник на три рівновеликі трикутники.

3. Чи можна ходом коня потрапити із лівої нижньої клітини шахової дошки 
[image: image9.wmf]88

´

 у праву верхню клітину, відвідавши при цьому  кожну клітину даної дошки точно один раз?

4. Вранці до магазину привезли 6 бідонів молока, у яких було 15, 16, 18, 19, 20, 31 л. До обідньої перерви повністю продали молоко з трьох бідонів, а до закриття магазину повністю продали молоко ще з двох бідонів. Виявилось, що вранці молока  було продано вдвічі більше, ніж після перерви. Визначити, з яких бідонів продали молоко до обідньої перерви.

5. Розв’язати рівняння у натуральних числах: 
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1. Які з наступних чисел є парними [image: image12.png]


,    [image: image14.png]


,   [image: image16.png]


?
2. Знайти кут трикутника, якщо відстань від вершини цього кута до ортоцентру трикутника дорівнює радіусу описаного кола.
3. Нехай [image: image18.png]a,b,c



 – раціональні числа та сторони деякого трикутника. Довести нерівність
[image: image20.png](1+55) (1+22) (1+22) =1



.
4. Знайти всі числа [image: image22.png]


, що задовольняють умову: для будь-якого натурального числа [image: image24.png]


 існує ціле число [image: image26.png]


 таке, що [image: image28.png]


.
5. Нехай [image: image30.png]


 – одиничний круг на площині, [image: image32.png]


 – фіксовані точки в цьому крузі. Довести, що існує точка [image: image34.png]


 в цьому крузі, така, що сума відстаней від неї до точок [image: image36.png]


 більше або дорівнює одиниці.
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1. Розв’язати систему рівнянь:
                                    [image: image38.png]



2. Для кожного значення параметру а розв’язати нерівність:
[image: image40.png]cos33x + 2a sin3x — 2a > a®



.
3. Для найменшого натурального числа [image: image42.png]n>2



 знайти [image: image44.png]


 послідовних натуральних чисел, сума квадратів яких є квадратом натурального числа.
4. Чи існує прямокутний трикутник, у якого точка перетину медіан лежить на колі, що вписано в цей трикутник? Якщо так, тоді знайти величини гострих кутів такого трикутника.

5. Дано [image: image46.png]


 монет декількох кольорів, причому, монет кожного кольору не більше, ніж [image: image48.png]N =



 . Чи можливо розмістити ці монети на колі таким чином, щоб жодні дві монети одного кольору не лежали поряд?
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1. На сторонах  
[image: image49.wmf]BA

і 
[image: image50.wmf]BC

кута 
[image: image51.wmf]ABC

відповідно послідовно відкладені такі відрізки
[image: image52.wmf]1

BA

, 
[image: image53.wmf]12

AA

 і 
[image: image54.wmf]112

,

BCCC

, що 
[image: image55.wmf]1212
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. Доведіть, що 
[image: image56.wmf]11121
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, де 
[image: image57.wmf]T

 - точка перетину бісектрис кутів 
[image: image58.wmf]12

AAC

 і 
[image: image59.wmf]12

.
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2. Дано коло і точки 
[image: image60.wmf],,

DFE


[image: image61.wmf]на ньому, про які відомо, що вони є серединами дуг, стягуваних сторонами вписаного у дане коло 
[image: image62.wmf]ABC

V

. За допомогою циркуля і лінійки побудувати 
[image: image63.wmf]ABC

V

.

3. Нехай М - множина клітин шахової дошки 
[image: image64.wmf]88

´

. Відстань 
[image: image65.wmf](;)

k

dxy

 між двома клітинами  
[image: image66.wmf]x

 і 
[image: image67.wmf]y

 визначається як мінімальна кількість кроків коня 
[image: image68.wmf]K

, які треба виконати, щоб дістатися  із 
[image: image69.wmf]x

 у 
[image: image70.wmf]y

.   

1) Доведіть, що можна визначити 
[image: image71.wmf](;)

k

dxy

 для довільних клітин  
[image: image72.wmf]x

 та
[image: image73.wmf]y

. 

2) Обчисліть 
[image: image74.wmf](5;8)
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3) Доведіть, що для довільних клітин 
[image: image75.wmf],,

xyz

 даної шахової дошки справедлива нерівність 
[image: image76.wmf](;)(;)(;)
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4.    У певний момент  часу годинник показує на 2 хвилини менше ніж треба, хоча і йде вперед. Якщо би він показував на 3 хвилини менше, ніж треба, а уходив би за добу вперед на 
[image: image77.wmf]1

2

 хвилини більше, ніж уходить, то вірний час він показав би на добу раніше, ніж покаже. На скільки хвилин за добу поспішає годинник?

5.     Розв’язати рівняння у цілих числах:
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1. Обчислити

[image: image80.png]


,

де [image: image82.png]la]



- найбільше ціле число, що не перевищує [image: image84.png]


 .
2. У колі радіусу [image: image86.png]


 проведено дві взаємно перпендикулярні рівні хорди  [image: image88.png]MN



 та [image: image90.png]PQ



. Знайти відстань між точками [image: image92.png]


 та [image: image94.png]


, якщо [image: image96.png]


.
3. При яких значеннях параметру  [image: image98.png]


 нерівність
[image: image99.png]a b < 3
+ +
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є вірною для будь-яких додатних чисел [image: image101.png]a,b,c



.
4. По колу розставлено числа від 1 до 30. Числа, що стоять на сусідніх місцях, можна поміняти місцями. Після деякої кількості таких операцій виявилося, що кожне число перемістилося на діаметрально протилежне місце. Довести, що у деякий момент міняли місцями числа, сума яких дорівнює 31.
5. У місті [image: image103.png]


 чоловік. Мешканці цього міста є членами товариств по три члени у кожному . Крім того, ця система товариств має наступні властивості: для будь-яких двох чоловік існує одне та тільки одне товариство, таке, що вони обидва є його членами; якщо існують товариства виду {a, b, x}, {a, c, y}, {b, c, z}, то існує товариство {x, y, z}.  Тут буквами позначено членів товариства. Люди можуть бути членами декількох товариств. Знайти всі такі натуральні числа [image: image105.png]


, для яких таку систему товариств можна побудувати. 
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1. Розв′язати нерівність:

[image: image106.wmf](
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2. Для кожного значення параметра а розв′язати рівняння:


.
3. Сума декількох натуральних чисел дорівнює 2012. Знайти найбільше значення, яке може прийняти добуток цих натуральних чисел.
4. У данний кут вписано два неперетинаючихся між собою кола радіуси яких відповідно дорівнюють  r та R. Рівнобедренний трикутник АВС (АВ = АС) розташовано між цими колами так, що його вершини лежать на сторонах кута, а сторони АВ і АС є дотичними до відповідних кіл. Знайдіть висоту трикутника АВС, що опущена з вершини А.

5. Дано 2п різних дійсних чисел [image: image111.png]


 Таблицю [image: image113.png]nxn



 заповнено за наступним  правилом: в клітинці, яка розташована на перетині к-й строки та [image: image115.png]


-го стовбця записано число [image: image117.png]


. Виявилося, що числа [image: image119.png]


 такови, що добуток  чисел кожного стовпчика таблиці дорівнює [image: image121.png]


. Знайти усі можливі значення, які можуть приймати добутки усіх чисел в строках таблиці. 
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